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Resumo:

No presente trabalho, estudamos um modelo abstrato do tipo Timoshenko com dissipag¢ao
friccional dada em termos de poténcias fraciondrias de um operador auto-adjunto, estrita-
mente positivo e com dominio densamente definido em um espaco de Hilbert separavel.
Primeiramente, demonstramos a existéncia e unicidade de solu¢do do modelo por meio
da teoria dos semigrupos lineares. Em seguida, investigamos quais condicdes devem ser
impostas as poténcias fraciondrias para que o semigrupo gerado seja exponencialmente
estavel, analitico ou pertenca a alguma classe de Gevrey.

Palavras-chave: Sistema de Timoshenko Abstrato; Semigrupos Lineares; Estabilidade
Exponencial; Analiticidade.

1. Introducao

O sistema de Timoshenko proposto por TIMOSHENKO (1937) é um modelo
matematico amplamente utilizado nas dreas de Engenharia e Fisica para estudar a dindmica
do movimento de uma viga. As equagdes que descrevem esse movimento, incluindo os

efeitos dissipativos, sdo dadas por

P11 — k(pz + 1), + dissipagio,, = 0, (1)
p2st — bea + k(p, +9) + dissipagdo,, = 0. )

A funcdo ¢ representa o deslocamento vertical, enquanto ) denota a varia¢do do angulo
da reta normal em relac@o ao eixo horizontal. As constantes positivas k, b, p; e p, repre-

sentam propriedades fisicas da viga.
O sistema (1)-(2) é, em geral, estudado sob a ac¢do de dissipacdes atuando em
apenas uma das equagdes (isto €, com dissipagdo, = 0 ou dissipa¢do, = 0), ou em

ambas simultaneamente.
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Em ALABAU (2007), ALMEIDA JUNIOR (2013), AMMAR-KHODJA (2007),
MUNOZ RIVERA (2008), SOUFYANE (1999) ¢ WEHBE (2009), observa-se que, no
caso em que o efeito dissipativo atua apenas em uma das equagdes, a estabilidade ex-
ponencial do sistema sé € alcancada sob a suposicdo de igualdade das velocidades de

propagacdo das ondas, dada por

P

= (3)
P2

>

Embora a condi¢do (3) seja vélida do ponto de vista matemadtico, ela nunca €
satisfeita em situagdes fisicas reais. Essa limitacdo motivou o desenvolvimento de es-
tudos que consideram dois efeitos dissipativos, com o objetivo de garantir a estabilidade
exponencial independentemente da validade de (3). Nesse contexto, destacam-se os traba-
lhos de CAVALCANTI (2014), MUNOZ RIVERA (2023), RAPOSO (2005) e TEBOU
(2015), nos quais a estabilidade exponencial é obtida sem a necessidade de assumir a

condicao (3).

Neste trabalho, propomos uma reformulacao do sistema (1)-(2) em uma forma
generalizada, por meio de um modelo abstrato com poténcias fraciondrias. Essa abor-
dagem permite o estudo das regides de estabilidade e regularidade em funcdo dessas
poténcias, analisando os diferentes regimes de forma continua, € ndo apenas em casos

pontuais, como ocorre nos trabalhos citados anteriormente.

Dentre os resultados resultados presentes na literatura que tratam de modelos
abstratos, baseamo-nos nas ideias propostas por AMMARI (2021), CHENG (1990, 1989),
DANESE (2016), FERNANDEZ SARE (2019), KUANG (2021), MENDES (2023) e
SUAREZ (2023). Em particular, destacamos os resultados apresentados em DANESE
(2016), MENDES (2023) e SUAREZ (2023), que tratam de sistemas do tipo Timoshenko

e da dissipacao dada por poténcias fraciondrias de operadores.

2. Modelo Abstrato do tipo Timoshenko

O objetivo deste trabalho é estudar o seguinte sistema de equagdes, conhecido

como modelo abstrato do tipo Timoshenko

pripu + kAT (A3 + ) + A%, = 0, 4)
ot + bAY + k(A2 + ) + APy, = 0. (5)
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Em que A : D(A) C H — H é um operador estritamente positivo, auto-adjunto e com
o dominio densamente imerso no espaco de Hilbert separdvel (H, || - ||, (-,-)). Os coefi-
cientes p1, po, k € b sdo constantes positivas e, consideramos ainda «, 5 € [0,1]. Além
disso, para obtencdo da falta de estabilidade exponencial e analiticidade, assumiremos

como hipétese que A~! existe e ¢ um operador compacto.

Observacdo 1: As condi¢des assumidas sobre o operador A garantem que suas poténcias

fracionérias estejam bem definidas.

Observacao 2: As propriedades requeridas em A, D(A) e H, sdo satisfeitas ao con-
siderarmos H = L*(0,¢) e o operador linear A(-) = —(-),, com dominio D(A) =
H?(0,4) N HL(0, ).

3. Teoria de Semigrupos Lineares

A fim de estudar o problema (4)-(5) via teoria de semigrupos lineares, conside-

ramos o espago de fase H dado por
H = D(A2) x H x D(A?) x H,
munido com a norma
(e, 2,0, 0) 3 = Kl Az + ¢I> + b A20]1” + pr| 3117 + 21011

Deste modo, tomando U = (p, @, 1, 1&), em que Y = @, € Y = 1y, podemos reescrever o

problema em sua forma matricial da seguinte forma

dU

onde A : D(A) C H — H ¢é definido por
¢ 2
5 —LA(A G + ko) — £ Az
A (%2 _ o1 ( 2 ": 90) o1 1/} : (7)
v Y
§)  \-RAWG by - E(adp +y)

com dominio

D(A) = {U Mg, e D(AY), A G+ kpe D(A), AP L)+ by e D(A)} .
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Deste modo, estudar o problema (4)-(5) € equivalente a estudar o (6). A fim de garantir
existéncia e unicidade de solucgdo, verificamos que ‘H € um espago de Hilbert e o operador

A : D(A) € H — H é o gerador infinitesimal de um Cp-semigrupo de contragdes
{Sa(t) }izo.

Assim, fixado Uy € H, o problema de Cauchy abstrato

W _ v
dt ()
U(0) = Uy,

admite uma tnica solu¢do U(t) = S4(t)Up, com U € C([0,00),H). Além disso, se
Us € D(A), entdo a solugdo U € C([0,0),D(A)) N C* ([0, ), X).

Garantida a existéncia e unicidade de solucdo, buscamos estudar a estabilidade
e a regularidade da solucg@o por meio das propriedades do semigrupo {S4(¢)}s>o. Pri-
meiro, buscamos determinar quais as condi¢cdes necessdrias para que 0 semigrupo seja

exponencialmente estavel, isto €, quando existem constantes C',y > 0 tais que

1S4(t)|| gz < Ce™, t = 0.

Para tanto, utilizamos o resultado proposto por PRUSS (2009), que caracteriza
a estabilidade exponencial por meio do resolvente do operador A da seguinte forma: um

Co-semigrupo de contragdes {S4(t)}:>0 é exponencialmente estdvel se, e somente se,

iR C o(A) e limsup||(iA — A) " £ < oo

[A| =00

Para investigar as condi¢des de regularidade, analisamos quando o semigrupo
{S4(t) }+=0 € diferencidvel. Inicialmente, verificamos quando esse semigrupo € analitico.
Para tanto, utilizamos a caracterizacdo de analiticidade como feita por ZHENG (2004):

um semigrupo {S4(t)}+>o fortemente estavel € analitico se, e somente se,

iR C o(A) e limsup|A||(iM — A) 7 zx) < o0.

[A| =00

Sabemos que a analiticidade implica a diferenciabilidade do semigrupo, contudo,
veremos que a regido na qual essa propriedade € obtida € restrita. Para ampliarmos as
regides de regularidade, investigamos quando um semigrupo pertence a alguma classe de
Gevrey. Segundo TAYLOR (1989), um Cy-semigrupo {S4(t)}:~0 é de Gevrey de classe
d > 1,set — Sy(t) é diferencidvel e para quaisquer u > 0 e K C (0,00) compacto,
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existe C' > 0 tal que

15 B lcop < Cpt(nl)?, Ve € K e neNU{0}

Seguindo o método proposto por TAYLOR (1989), também podemos verificar
esta propriedade por meio do operador resolvente de A. Precisamente, seja {S4(¢)}i>0
um Cj-semigrupo limitado e fortemente estdvel. Se para algum 0 < 7 < 1 a seguinte

condicdo € verdadeira

limsup [A[7|(iA — A) 7 20y < o0,

[A| =00

entdo o semigrupo € de Gevrey de classe 6 > %, parat > 0.

Dessa forma, para obter a estabilidade e a regularidade da solu¢ao do problema,
devemos primeiro mostrar que o semigrupo gerado por A é fortemente estavel, o que é
equivalente a demonstrar que iR C o(A). Com isso, dado A € Re F' € H, sabemos que

existird um tnico U € D(.A) tal que
(M — AU = F. )

Deste modo, para aplicar os resultados anteriores, 0 nosso objetivo se resume a obter

estimativas do tipo
AP NUll < ClIF s (10)

de modo que o semigrupo {S4(t)}i>o sera:
(a) Exponencialmente estdvel quando 7 = 0;
(b) Analitico quando 7 = 1;

(c) De Gevrey de classe 6 > % quando 0 < 7 < 1.

4. Resultados Obtidos

Seguindo o raciocinio exposto na secdo anterior, primeiro demonstramos que,
para quaisquer «, 5 € [0, 1], iR C p(A). Consequentemente, a equacao resolvente (9)

estd bem definida, permitindo-nos estudar estimativas do tipo (10).

Nosso primeiro resultado principal estabelece a estabilidade exponencial do se-

migrupo. Especificamente, provamos que, para quaisquer «, 5 € [0, 1], o semigrupo
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{S4(t) }+>0 é exponencialmente estavel.

Figura 1 — Regido de Estabilidade Exponencial
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Fonte: O préprio autor

Uma vez garantida a estabilidade do problema, buscamos estudar a regularidade
da soluc@o por meio da diferenciabilidade do semigrupo {S4(t) }+>o. Para isso, distingui-
mos dois casos: um em que o semigrupo € analitico e outro em que ele pertence a alguma
classe de Gevrey. No primeiro caso, nosso resultado principal estabelece que o semigrupo
{S4(t)}s=0 € analitico se, e somente se, o, 3 € [3,1].

Figura 2 — Regido de Analiticidade
ﬁ A
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Fonte: O préprio autor

Para o segundo caso, determinamos as classes de Gevrey do semigrupo {S4() }+>0
na regido complementar aquela de analiticidade. Para isso, definimos as seguintes regioes:

Ri={(a,8) eR*: 0 <min{e, 8} <% e a+B<1}

Ry = [(0,1] x (0, 1]\ [Br U ([5,1] x [5,1])] -
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Figura 3 — Classe de Gevrey
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Fonte: O préprio autor

Assim, o nosso tltimo resultado estabelece que o semigrupo {S4(t)}=o € de

Gevrey de classe § > m em 1?1 U Ry, em que

2min{a>6}7 ((1,5) € Rla
(o, B) =

min{a?ﬁ} ’ (Oé,ﬁ) € RQ-

Destacamos também que o semigrupo {S4(t)}¢>o também € de Gevrey na regido

de analiticidade, isto é, quando «, § € [%, 1].
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