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Resumo:

O conjunto de Cantor dos tercos médios € uma estrutura basica para a matematica, sendo
estudado na disciplina curricular de andlise real. Este conjunto € ndo vazio, totalmente
desconexo, com interior vazio, compacto, mas ndo possui pontos isolados. Tais propri-
edades sdo definidoras de conjuntos de Cantor em outros espacos além da reta real. Os
diagramas de Bratteli podem ser descritos como um grafo orientado: os pontos em um
dado diagrama de Bratteli pertencem a um produto cartesiano infinito de conjuntos finitos,
o objetivo do trabalho é, através destas propriedades do Diagrama de Bratteli, associd-los
a diferentes conjuntos de Cantor. Este trabalho foi desenvolvido como um projeto de
inicia¢do cientifica dentro do programa PET-Matematica.
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1. Introducao

Os modelos de conjunto de Cantor sdo numerosos, originados da dindmica ex-
pansiva de aplica¢des unidimensionais, também presente na chamada ferradura de Smale,
entre outras caracterizacdes como conjuntos fractais atratores de sistemas dinamicos sa-
tisfazendo certas condicdes de expansividade (Katok, 1996). Além destas, ainda mais
presente € a construcao algoritmica conhecida em livros texto de cursos de andlise real
como (Lima, 2022).

O presente trabalho oferece um modelo apresentado em (Putnam, 2018) que des-
pertou o interesse dos autores, € que nos parece cativante, pelo seu carater abstrato, e por
esta razdo proficuo de aplicacdes. A titulo de introducdo, para o nivel de graduacio,
cumpre mencionar o aspecto informativo de transpor para espacos métricos arbitrarios
os conjuntos totalmente desconexos, compactos e sem pontos isolados, propriedades to-
poldgicas que trazem em sua combinagdo um quebra-cabecas aqueles que se interessam

pela matematica.



UNIVERSIDADE ESTADUAL DE LONDRINA

2025

XXXVI
SEMANA DA |I|_ JI' Universidade
MATEMATICA =12 Esiadual de Londrina

2. Conjuntos de Cantor

Nesta secdo apresentamos a definicdo geral de conjuntos de Cantor, sem a re-
feréncia da construcdo dos mesmos como subconjuntos da reta real. Os conceitos de
topologia estudados através de (Munkres, 2014) indicam as etapas da construcao tedrica.
Assume-se dado um espaco topoldgico dado por um conjunto ndo-vazio X e uma colecao

de abertos, topologia, T.

Definicdo 2.1. Um espago topolédgico € dito totalmente desconexo se os tnicos subcon-

juntos conexos sao 0s conjuntos unitdrios e o conjunto vazio.

Dada uma topologia 7, se A C X é um aberto, significa que A € 7. Os conjuntos
fechados A sdo aqueles tais que X — A € 7. Pode acontecerque A e Te X — A €7
simultaneamente. Chamaremos os conjuntos que satisfazem esta propriedade, isto €, de
serem abertos e fechados, de fechertos. Lembrando que &, X € 7, qualquer que seja
a topologia 7, temos pelo menos dois fechertos em cada espago topologico. O seguinte
resultado nos fornece uma propriedade importante dos fechertos em um espaco métrico

compacto.

Lema2.2. Seja (X, d) um espago métrico compacto e suponha U um fecherto de X. Entao

existe > 0 tal que d(z,y) > 0 paratodor € Uey € X — U.

Com o auxilio deste lema, obtemos o seguinte resultado que nos garante uma

abundancia de fechertos em um espag¢o métrico compacto totalmente desconexo.

Lema 2.3. Seja (X, d) um espago métrico compacto totalmente desconexo e = € X.

i) A intersec@o de todos os fechertos que contém z é {x};

ii) Vo € X er > 0 existe um fecherto U com =z € U C B(z,r). Isto é, os conjuntos

fechertos formam uma base para a topologia de X.

A ideia de parti¢do do espago métrico compacto X por fechertos U € definida a
seguir. A existéncia de particdes afunilantes (ver defini¢ao 2.7) vai garantir as condicdes

para que X seja totalmente desconexo.

Defini¢do 2.4. Seja X um espaco topologico. Uma particdo de X é uma colegao finita de

fechertos dois a dois disjuntos cuja unidao é X.

Definicdo 2.5. Dadas duas particdes P, e P, de X, dizemos que P, é mais fina que P;
se todo elemento de P, estd contido em um elemento de ;. Se P, € mais fina que P,

escrevemos P, = Ps.
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Um resultado util para trabalharmos com estas parti¢des é:

l|§

Lema 2.6. Sejam P, e P, duas particdes de X. Entdo P, > P, se, e somente se, todo

elemento de P; pode ser escrito como uma unido de elementos de F.

Demonstragcdo. Suponha que P, >~ P5, assim, dado U € P; considere para cada z € U
o Unico elemento V,, € P, tal que x € V. Como V, estd contido em algum elemento de

Py, esse elemento deve conter x e o Gnico que satisfaz isso é U, logo V. C U, entao

Uv=J{ztcUvcu

zeU zelU

assim, U =

xGU

A reciproca segue da Definicdo 2.5. [

Note que uma parti¢cao € uma cobertura aberta de X e, como trabalharemos com
X compacto, podemos tomar parti¢des finitas de X. A existéncia de uma particio nos
fornece um conjunto finito de fechertos para X. A etapa final € dada pelo aporte do
conceito de sequéncia, modelada pelo didmetro de uma particio. O didmetro de uma
particao (ou familia de abertos) é definido como o méaximo entre as distancias de dois

pontos em cada elemento da particao.
Defini¢do 2.7. Seja (X, d) um espago métrico compacto. Uma sequéncia de parti¢oes
afunilantes € uma sequéncia P,,,n > 1 tal que

1. Cada P, € particdo de X;

2. Paracadan € N, P, = P,1;

3. lim diam(P,) = 0.

n—oo

O seguinte resultado nos mostra que se X possui uma sequéncia de particdes
afunilantes, podemos obter qualquer fecherto de X em termos de unides de elementos de

uma particdo desta sequéncia.

Proposigdo 2.8. Seja (X, d) um espago métrico compacto e suponha dada uma sequéncia
(P,),n > 1 de parti¢des afunilantes. Se U C X é fecherto, entdo existe n € N tal que

U= U V.

{Ver, | VNU#£o}
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Demonstragdo. E claro que U C U (VeP|VAU£0} V', pois cada P,, € uma parti¢do de X.

Por outro lado, pelo Lema 2.2 existe > Otalquedadox € Uey € X — U,
entdo d(z,y) > ¢. Repare que ¢ depende somente de U.

Como diamyep, (V) — 0 a medida que n — oo, existe N € N tal que, se
n > N, diam(V) < 0 paratodo V € P,. Tomando tal n, temos que V N U # () implica
que V C U, paratodo V € P,, pois caso contrario, terfamos diam (V") > 4. Isto conclui

a demonstracao. [

Outro conceito importante para nosso estudo € o de ultramétrica.

Defini¢do 2.9. Seja X um conjunto. A fungdo d : X x X — [0,00) é uma ultramétrica

se satisfaz

1. d(z,y) =0z =y,Vr,y € X,
2. d(z,y) = d(y,z),Vr,y € X;

3. d(z,y) < max{d(z, z),d(z,y)}.
Dizemos que (X, d) é um espaco ultramétrico.

As duas primeiras condi¢des sdo equivalentes a definicdo usual de métrica. Se
nos atentarmos a terceira condicdo e compararmos com a desigualdade triangular usual,
percebemos rapidamente que uma ultramétrica também € uma métrica, porém esta condi¢ao
de d(z,y) < max{d(z,z),d(z,y)} nos fornece propriedades bem interessantes, como a

de que todo tridngulo em um espaco ultramétrico € um tridngulo isdsceles.

Lema 2.10. Se (X, d) é um espago ultramétrico, entdo duas bolas abertas de raio r > 0 ou
sdo iguais, ou sao disjuntas. Em particular, se X é compacto, entdo toda bola aberta de
raio r € um fecherto e a colecao de todas as bolas abertas de raio  formam uma parti¢ao
de X.

Demonstra¢do. Suponha que exista x € B(a,r) N B(b,r). Entdo
d(a,b) < max{d(a,z),d(b,xz)} <r.
Disto decorre que a € B(b,r) e b € B(a,r). Por outro lado, se y € B(a,r), entdo

d(y,b) < max{d(y,a),d(a,b)} < r, donde y € B(b,r). Portanto B(a,r) C B(b,r).

Analogamente, temos B(b,r) C B(a,r), e a primeira afirmagdo estd provada.
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Para ver que B(a,r) é um fechado, escreva
X = B(a,r)U (X — B(a,r)) .
Se X — B(a,r) = @, ndo hd o que provar. Por outro lado,
X — B(a,7) = Ugepa)e Bz, 1)

¢ uma unido de bolas abertas, todas disjuntas de B(a,r). Isto diz que B(a,r) é comple-

mentar de um aberto, como queriamos.
Pelo que provamos, X se escreve como unido de bolas disjuntas que sdo fecher-
tos, o que caracteriza a colecao de bolas abertas de raio » como uma particao de X. [l
Com isto, obtemos um dos principais Teoremas deste trabalho:

Teorema 2.11. Seja (X, d) um espago métrico compacto. As seguintes afirmacgdes sdo

equivalentes:

1. (X,d) é totalmente desconexo;
2. (X, d) possui uma sequéncia de parti¢cdes afunilantes;

3. Existe uma ultramétrica d’ em X que gera a mesma topologia que d.

Assim, conseguimos finalmente definir um conjunto de Cantor em um espaco

meétrico arbitrario.

Definicdo 2.12. Um conjunto de Cantor € um subconjunto ndo-vazio, compacto, total-

mente desconexo e sem pontos isolados de um espago métrico (X, d).

Observe que o Lema 2.3 fornece o contexto para a auséncia de pontos isolados

em conjuntos de Cantor.

3. Diagramas de Bratteli

Passamos agora ao objetivo de buscar uma forma de associar um conjunto de
Cantor definido anteriormente com os diagramas de Bratteli que sao um tipo de grafo
infinito. Considere uma sequéncia de conjuntos finitos de vértices Vg, Vi, Vs, ... satisfa-
zendo V = {vp} € unitdrio, todos os elementos da sequéncia sdo finitos, ndo vazios e dois
a dois disjuntos. Além disso, considere também uma sequéncia de ligacdes Eq, Fs, . . .,

com cada FE; conjunto finito, nao-vazio e dois a dois disjuntos.
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Cada ligacdo em F,,, n > 1, sai de um vértice em V,,_; para outro vértice em V,.
Vamos requerer também que, exceto por V[, ndo existam outros vértices que sejam ponto

inicial de um caminho simbolizado por uma sequéncia (xy, 23, . . .).

Defini¢do 3.1. Um diagrama de Bratteli denotado por (V, E') consiste em uma sequéncia
infinita de conjuntos finitos dois a dois disjuntos Vy = {wg}, V1, Vs, ... chamados de
vértices, outra sequéncia de conjuntos finitos, nao vazios e dois a dois disjuntos Ey, Fs, . . .

chamados de ligagdes e duas aplicagoes:
s:E, >V, e r:E, =V,

Vn € N. Estas aplica¢les s e r sdo chamadas de origem e destino respectivamente. As
fungdes s e r sdo tais que ' (v) # @, Vv € o, Vie s Hv) # @,Vv € U2, V.

Note que a fungdo s leva uma ligagdo e € F; ao seu vértice de origem em V;_;

erlevae € Ej ao seu vértice de chegada em V.

Defini¢do 3.2. Seja (V, E') um diagrama de Bratteli e 0 < m < n, denotamos por E,,, ,, 0

conjunto de todos os caminhos de V,,, para V,,, isto €,
Em," = {(pm+17pm+27 cee 7pl)‘pl € Ei7m <1 S n,?’(pi) = 8(pi+1)7m <1< n}

A partir de um diagrama de Bratteli, queremos construir um espago X compacto
e totalmente desconexo, este espaco X serd denotado por Xp e consistird em todos os

infinitos caminhos a partir do vértice vy. Também definiremos uma métrica em X .

Defini¢do 3.3. Seja (V, E) um diagrama de Bratteli. Defina:
Xp ={(x1, 22, 23,... )Ty € Ep,r(x,) = $(xps1),¥n € N}
Além disso, defina a métricad : Xp x X :— R, como

d(z,y) = inf{1,27"| n é o menor natural tal que (zy,...,2,) = (Y1,--.,Yn)}

Observe que cada x € X € uma sequéncia de ligacdes, um caminho infinito no

diagrama da Figura 1.
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Figura 1 — Exemplo de Diagrama de Bratteli

Vo

Fonte: Os autores.
Defini¢do 3.4. Se (V, E') € um diagrama de Bratteli. Paracadan € Nep € Ej,, definimos
C(p) =A{zr € Xg|(x1,29,...,2,) = p}
e chamamos este conjunto de cilindro.

A préxima proposi¢do nos fornecerd diversos resultados interessantes que nos

auxiliardo em nosso objetivo.

Proposigdo 3.5. Seja (V, EY) um diagrama de Bratteli. Os seguintes resultados sdo validos:

(1) (Xg,d) é um espago ultramétrico.

(2) Vz € Xgpen €N, temos que B(z,27") = C(xy,..., 2, 1).
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(3) Yn € Ne Vp,q € Ey,, temos que C(p) = C(q) se, e somente se p = ¢. Caso

contrério, ambos os cilindros sdo disjuntos.
(4) Vn € N, a colegdo de conjuntos {C(p)|p € Ey,} é uma particio de Xp.

(5) Paracadap € Ejy,, comn € N, temos que

Clp)= |J Clpe)

e€EE, 11

onde e ¢ tal que s(e) = r(p). Além disso, os conjuntos nesta unido sdo dois a dois

disjuntos.

(6) A sequéncia {C(p)|p € Eo,},n € N, é uma sequéncia de parti¢des afunilantes de
Xg.

Demonstracdo. Vamos separar esta demonstragdo em cada item da proposi¢ao:

(1) Devemos mostrar que d(x,y) dada pela definicdo 3.3 é uma ultramétrica. Seja p =
(x1,...,2,) asequéncia de comprimenton > Otalque p = (y1,...,Yn). d(x,z) =0
decorre de que n pode ser tomado arbitrariamente grande. A simetria d(z,y) =
d(y,z) é auto-evidente. Se z = (21, ..., Zn, Znt1, - - -), S€ja q a sequéncia de compri-
mento || tal que (z1,...,2)q) = (®1,...,7)). Se |¢| < |p| = n, entdo d(z,z) >
d(z,y). Se |¢q| > n, ndo ha como 2z, coincidir com z,,;1 € y,+1 simultaneamente,

pois estes diferem entre si. Portanto
max{d(x, z),d(y,2)} =27" =d(y, 2) .

Portanto, (X g, d) é um espaco ultramétrico.

(2) Mostraremos este item por inducao.

Para n = 1, temos que d(x,y) < 1. O membro esquerdo é B(z,1) = Xg. O
membro direito € o cilindro definido pela palavra vazia, que contém todas as possiveis

sequéncias de ligacoes.

Considere agoran > 1,entdo k =n — 1 > 0 e assim
C’(ml,xg, R ,.’I?k> = {y € XE'|(y1; C. >yk:) = (xl, R ,.’,I?k)}

Suponha y € B(z,27 "), entdo d(z,y) < 27% e consequentemente (yi, ..., yx) =

(331, e ,fEk).
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Agora suponha y € C(xy,...,2;). Como k > 1, temos que d(x,y) = 27*. Pelo
Lema 2.10, a bola é um fecherto, e portanto y € B(x,27%) = B(z,2 ",

(3) Sejan € Nqualquere p, g € Ey,, suponha que p # g. Como (X g, d) é um espaco ul-
tramétrico, pelo Lema 2.10 sabemos que B(p,27""1) = C(p) e B(q,27""!) = C(q)
sdo disjuntos. Por outro lado, se C'(p) # C(q), pelo mesmo argumento chegamos que

nao pode ocorrer p = q.

(4) De fato, cada C'(p) = B(p,27""') nesta cole¢do sdo disjuntos para p,q € FEy,
distintos. Pelo Lema 2.10, as bolas distintas B(p, 2*”“), com p variavel e n fixo,

formam uma particdao de Xp.

(5) Sejaz € C(p), entdo (x1,x2,...,x,) = p. Existe e € E,,; tal que s(e) = r(x,),
entdo x € C'(pe) e consequentemente estd na unido. Por outra parte, é evidente
que C(pe) C C(p) para cada p de comprimento n > 1 e cada e € E,; tal que
s(e) = r(z,). Por outro lado, tem-se C'(&) = Xg D C(e) paracadae € Ej.

(6) De fato, como X € compacto, sabemos pelo Lema 2.10 que a familia
{C(p) = B(p,27" Y|z € Xpe(xy,...,z,) =p}

¢ uma colecdo de fechertos disjuntos que forma uma particio de Xg. Sep = (21, ..., Ty),
denotemos tal familia por C,,. Vamos mostrar que C,,+1 = {C(p)|p € Eo 11} é mais
fina que C,, = {C(h)|h € Ey,}, isto € C,, = Cpy1.

Dado C(h) € C,, pelo item (5) sabemos que

chy = |J Cle),

ecFE, 11

onde s(e) = r(p) e cada C(pe) € C,41, logo todo elemento de C,, pode ser escrito
como unido de elementos de C,, 1, logo C,, = C,41.

Por fim, devemos mostrar que lim diam C,, = 0. Para isso, note que todo elemento
n—oo

de C,, ¢ uma bola no espaco ultramétrico e todas possuem o mesmo raio, sabemos que
diam C,, = max{d(z,y)|r,y € B(x,27"™)} =27",

cujo limite, para n — oo, é 0.

Portanto, C,, = {C(p)|p € Ey,,} é¢ uma sequéncia de parti¢coes afunilantes de X .

]

Teorema 3.6. Seja (V, E') um diagrama de Bratteli. O espago métrico (X g, d) é compacto.
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4. Resultados Parciais da Pesquisa

Considerando que a construgdo acima € tedrica, a exibicao de diagramas de Brat-

teli constitui uma prova de existéncia de conjuntos de Cantor em espagos métricos.

Considere o seguinte diagrama de Bratteli

Figura 2

Vo

by
Vi

By
Va

Ey
Vs

Fonte: Os autores.

Note que, considerando que este padrao se repita infinitamente, todos os conjun-
tos de vértices sao unitdrios e todos os conjuntos de ligacdes £; possuem exatamente 2

elementos.

Sendo assim, no diagrama, se para cada F; associamos a liga¢do da esquerda
com 0 e a da direita com 1, qualquer percurso que tracarmos no diagrama de Bratteli nos
fornece uma sequéncia infinita de 0’s e 1’s. Este diagrama nos permite descrever o espaco
Xg = {0,1}N. Denotamos por * = (1,9, 23,...) um elemento qualquer de X e

definimos a ultramétrica

d(z,y) = inf{1,27" |n > 1,z; = y;, paratodo 1 <i < n}

Com esta métrica d, o Teorema 3.6 nos garante que (Xg, d) é compacto e da

Proposi¢do 3.5 e do Teorema 2.11 obtemos que (Xg,d) ndo possui pontos isolados e
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os Unicos subconjuntos conexos sdo conjuntos unitarios. Portanto Xz € um conjunto de

Cantor.
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